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1 Lineare Gleichungen

System linearer Gleichungen, allgemeine Form:

a111 + Q12%y + -+ ApTn = bl
211 + Qo%y + -+ +  AopXp, = bg
Am1T1 + Qa2 + 0 Gy = bm

Satz 1 Sind alle b; = 0, heif3t das System homogen. Ist der Vektor u die allgemeine Losung
des homogenen Systems und w eine partikuldre Losung des inhomogenen Systems, dann ist
u + w die allgemeine Losung des inhomogenen Systems.

Losen von Gleichungssystemen iiber 2 Schritte:

1. Bringe in Staffelform (Gauf3’scher Algorithmus, triviale Gleichungen konnen gestri-
chen werden)

2. Setze ein.
Dabei konnen drei Fille auftreten:

1. Es gibt so viele Gleichungen wie Unbekannte (System ist vollstandig gestaffelt) —
Das System hat eine eindeutige Losung.

2. Es resultieren weniger Gleichungen als Unbekannte: r Zeilen, n Spalten =—- Es gibt
n — r freie Variablen. Eine beliebige partikuldre Losung erhidlt man dann durch will-
kiirliches Zuweisen von Werten auf die freien Variablen. Das System hat beliebig viele
Losungen.

3. Es taucht eine Gleichung der Form 0 - o1 +0- 29 + ... + 0 - 2, = b; auf = Das
System ist inkonsistent und hat keine Losung.



2 Matrizen

2.1 Regeln

Matrizen werden addiert und mit einem Skalar multipliziert, indem man die Operation auf
die korrespondierenden Elemente anwendet. Interessanter ist die Multiplikation von Matri-
zen:("Zeile mal Spalte” - Regel)

Definition 1 Sei A eine m X p Matrix und B eine p X n Matrix. Dann erhdlt man eine m X n
Matrix, deren 1j— tes Element jeweils durch die Multiplikation der i - ten Zeile von A mit
der j - ten Spalte von B gegeben ist.

Die Matrix A muf} also so viele Spalten haben, wie B Zeilen hat. Die Zielmatrix hat dann so
viele Zeilen wie A und so viele Spalten wie B. Die Multiplikation einer Matrix mit einem
Spaltenvektor ergibt einen Spaltenvektor.

2.2 Gesetze

1. Kommutativgesetz :
AxB#BxA

d.h. die Matrixmultiplikation ist nicht kommutativ.

2. Assoziativgesetz:
(AxB)xC=Ax (BxCQC)

3. Distributivgesetz:
Ax(B+C)=AxB+AxC (linksdistributiv)

(B+C) xA=BxA+CxA (rechtsdistributiv)

Bei Multiplikation mit einem Skalar bleiben die o0.g. Gesetze unberiihrt.



2.3 Transponierte

Die Transponierte einer Matrix A ist definiert als diejenige Matrix A’, die man erhilt, wenn
man die Zeilen von A als Spalten schreibt:

11 Q2 -+ Q1n 11 Q21 -+ Gml

Q21 Q22 -+ Q2p Q12 Q22 -+ Am2
A= A=

Am1 Am2 - Amn A1p A2 - Amn

2.4 Inverse

Die Inverse einer Matrix spielt eine ausgezeichnete Rolle bei der Losung von Gleichungs-
systemen

Definition 2 Existiert zu einer Matrix A eine Matrix A~ mit der Eigenschaft
AXxAT=A"1TxA=1,

so heifft A= die Inverse zu A ,wobei

10 - 0

01 - 0
I= )

00 - 1

die Einheitsmatrix ist.

Die Inverse einer Matrix wird iiber die sog. Determinante einer Matrix (eine skalare Mal3-
zahl) gefunden. Ein Beispiel moge dies veranschaulichen:



Beispiel:

Sei
a b
~=(00)
und es werde A~! gesucht, so muB} gelten

a b % 11 T12 o 1 0
c d T21 X922 - 0 1

Setzt man det A = ad — bc, so findet man als Losung

__d . —b
T11 = gesa P12 = A
_ _—c

T21 = gA P22 = Geoa

und da det A jeweils im Nenner steht, folgt, dal eine Losung nur dann existiert, wenn
det A #0 ist.

Satz 2 Man kann die Inverse A~! zu einer Matrix A finden dann und nur dann, wenn die
Determinante von A nicht Null ist (”singuldre Matrix”: Matrix, die keine Inverse hat).



2.5 Determinanten

Determinanten sind skalare Mal3zahlen von Matrizen, die etwas iiber die Eigenschaften der
Matrizen aussagen. Sie sind insbesondere wichtig bei

1. der Losung von linearen Gleichungssystemen;

2. der Ermittlung der Eigenschaften von linearen Operatoren.

2.5.1 Permutationsregel zum Auffinden der Determinante

Sei 0, eine Permutation der Lange n. Wir definieren folgende Regel:

Definition 3 o, heifit gerade genau dann, wenn eine gerade Anzahl von Paaren (i, k) exi-
stiert, so daf3 gilt: © > k, aber i geht k in o,, voraus, sonst heifit o,, ungerade.

Beispiel: Es sei 06 = {3,8,2,1,9,4}, dann gibt es 7 Paare im Sinne der Definition, nimlich
(3,2),(3,1),(8,2),(8,1),(8,4),(2,1),(9,4) = 0 ist ungerade.
Man definiere nun die Vorzeichenfunktion Signum von o als

sen (o) = 1, wenn o gerade
& | —1, wenn o ungerade

und betrachte die n - quadratische Matrix A,

ay; aiz -+ Aip

Q21 dg2 -+ QAa2p
A = -

ap1 Ap2 - Anp

hierin ist eine Auswahl von Elementen getroffen derart, da nur je ein Element einer be-
stimmten Zeile ¢ und nur je ein Element einer bestimmten Spalte j entnommen ist. Wir
bilden das Produkt aller dieser Elemente:

aljl -a2j2 'Clnjn,

von denen aus der Matrix A insgesamt n! gebildet werden konnen, dies sind die moglichen
Folgen ¢ = j1, jo2, ..., Jn aus den Spalten, da aus jeder Zeile 1,2,...,n entnommen werden
muB.! Nun kann die Determinante der Matrix A definiert werden:

'Man konnte natiirlich auch umgekehrt die Spalten aufsteigend laufen lassen und aus den Zeilen variabel
entnehmen.



Definition 4 Die Determinante einer n - quadratischen Matrix A ist eine skalare Maf3zahl,
die sich durch Aufsummieren aller Permutationen o,, (von der Ordnung n) unter Beachtung
der Vorzeichenregel fiir gerade und ungerade Permutationen ergibt:

det A :Z (sgno) ayj, - agjy, - - .. - Ay, ,
g

Fiir det A schreibt man auch |A].

Beispiel: Es sei

ail aiz Az
A = Q21 Q22 (23 )
a31 azz2 33

dann ist

det A =aj1a92a33 + a12a23a31 + Q13021032 — Q13022031 — Q12021033 — G11023032 ,

wobei (1,2,3),(2,3,1),(3,1,2) gerade sind, (3,2,1),(2,1,3), (1,3, 2) sind ungerade.

2.5.2 Eigenschaften von Determinanten

Es folgen Sitze iiber die Determinante einer Matrix A:

1.

Die Determinanten von A und A’ sind gleich: |A| = |AY|.

. Fiir ein Matrixprodukt gilt: |A x B| = |A| - |B]|.
. Fiir skalare Multiplikation gilt: |k - A| =k - |A].
. Besteht eine Zeile (Spalte) einer n - quadratischen Matrix A aus Nullen, gilt |A| = 0.

. Isteine n - quadratische Matrix A eine Diagonalmatrix, so ist | A | gleich dem Produkt

der Diagonalelemente. Insbesondere ist |I| = 1.

Sitze iiber den Zusammenhang von Determinanten und linearen Gleichungen folgen spiter.



2.6 Minoren und Kofaktoren

Aus einer n - quadratischen Matrix erhilt man durch Weglassen einer beliebigen Zeile und
einer beliebigen Spalte stets eine neue auf n—1 verkleinerte Matrix. Die Determinante dieser
verkleinerten Matrix nennt man Minor. Da sich bei Weglassung der i - ten Zeile und der j -
ten Spalte beide in dem Element a,; kreuzen, kann man den Minor diesem Element zuordnen
und schreibt |M,;| fiir den Minor des Elementes a;;. Man definiert nun den Kofaktor A;; von
a;; als ”mit Vorzeichen versehenem Minor”:

Aij = (=1)™7 | M.

Durch diese Regel werden den Minoren der Matrix A Vorzeichen nach dem Muster eines
Schachbrettes zugeordnet:

Man kann nun die Determinante einer Matrix mit Hilfe der Kofaktoren definieren (alterna-
tive Definition zur Permutationsregel, ‘Laplace-Entwicklung’):

Definition 5 Die Determinante der Matrix A ist gleich die Summe der Produkte, die man
erhdlt, wenn man die Elemente irgendeiner Zeile (Spalte) mit den zugehorigen Kofaktoren

multipliziert:
n
Al =D a;A;
j=1

und
n

|A| = Z CLiinj .

=1



2.7 Klassische Adjunkte

Man kann zu jedem Element a;; der Matrix A den zugehorigen Kofaktor bestimmen. Die
quadratische Matrix der Ordnung n, die man erhilt, wenn man alle Elemente a,; durch die
diesen Elementen zugeordneten Kofaktoren ersetzt und anschlieBend die Matrix transpo-

niert, nennt man ~Klassische Adjunkte” von A:

All A21
adJ A — A12 A.22
Aln AQn

Es gilt nun der Satz:

Satz 3 Fiir jede n - quadratische Matrix gilt:

A X adjA =adjA x A =|A| xL

Daraus erhilt man

adj A

Ax 2
A

_adA
A

D.h. man kann die Inverse von A bestimmen iiber die Bestimmung der Klassischen Adjunk-

ten.



2.7.1 Anwendung auf die Losung linearer Gleichungen

Mithilfe der so bestimmbaren Inversen konnen nun auf einfache Weise lineare Gleichungs-
systeme gelost werden. Es sei A eine n - quadratische Matrix und X und B seien Spalten-
vektoren. Die Gleichung

AxX=B

kann geldst werden iiber Vormultiplizieren mit der Inversen A ~:

A'xAxX = A'xB
IxX = A 'xB
X = A 'xB

D.h. der Losungsvektor X kann gefunden werden iiber die Inverse der Koeffizientenmatrix
A. Eine weitere Methode, die auf der Voraussetzung beruht, dal} es eine eindeutige Losung
gibt, ist die Benutzung der sog. Cramer’schen Regel fiir ein System mit 7 linearen Glei-
chungen und n Unbekannten. Dazu definiert man die Determinante |.4;| der Matrix, die
man erhilt, wenn man die j— te Spalte von A durch den Vektor B ersetzt. Dann gilt

Satz 4 Es sei |A| # 0. Dann ist die eindeutige Losung gegeben durch
| A1 | As| _ A

xr1 = |A|7l’2— |A|,,ZEn— |A| .

(Cramer’sche Regel)

Fiir den Fall eines homogenen Systems gilt der Satz

Satz 5 Das homogene System A x X = 0 hat eine von Null verschiedene Losung dann und
nur dann, wenn |A| = 0 gilt.



3 Basis und Dimension

3.1 Lineare Abhingigkeit

Definition 6 Die Vektoren ay as,...,a, € R" heiflen linear abhdngig, wenn es Skalare
x1,%2,. .., Ty, gibt, die nicht alle gleich Null sind, so daf3 gilt

ria1 + Tolo + ...+ xpa, =0,

andernfalls heifien die Vektoren linear unabhdngig.

Ist also mindestens ein Skalar x1 # 0, so sind die Vektoren a; abhdngig. Aus der Defini-
tion folgt, daB} die Vektoren a, as,...,a, linear abhingig sind, dann und nur dann, wenn
einer von ihnen eine Linearkombination der anderen darstellt. Zur Veranschaulichung: Im
R3 sind 2 Vektoren abhiingig, wenn sie auf derselben Ursprungsgeraden liegen, 3 Vekto-
ren sind abhiingig, wenn sie in derselben Ursprungsebene liegen (ansonsten wire es nicht
moglich, iiber eine geeignete Gewichtung der Koeffizienten der Vektoren den Nullvektor zu
erzeugen).

Fiir die Vektorgleichung A x X = 0 bedeutet dies, daB3, die Spaltenvektoren von A linear
abhiéngig sind, wenn fiir nicht alle x; = 0 gilt

ai a1 A1n 0

a1 22 azp, 0
1 + X2 . +- Ty, =

Am1 Am2 Amn 0

Um die lineare Abhingigkeit zu priifen, schreibt man das obige Gleichungssystem in Staf-
felform. Man findet:

Satz 6 Die von Null verschiedenen Zeilen einer Matrix in Staffelform sind linear unabhdn-
gig.

Definition 7 Ein Vektorraum A heifit n - dimensional, wenn linear unabhiingige Vektoren
e1,€s, ..., e, existieren, die A aufspannen. Die Menge {e1, e, ..., e,} heifit Basis von A.
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Beispiel: Die Diagonalmatrix mit den Vektoren

el (1,0,0,0)
e = (0,1,0,0)
es = (0,0,1,0)
e, = (0,0,0,1)

bildet eine sog. Standardbasis im R*, d.h. im R* ist jeder Vektor iiber eine Linearkombina-
tion der ey, e, €3, €4 erzeugbar.

Definition 8 Sei A eine m x n Matrix. Der Zeilenraum ist der Unterraum von A", der
durch die Zeilenvektoren von A und der Spaltenraum ist der Unterraum, der durch die
Spaltenvektoren von A erzeugt wird. Die Dimension des Zeilenraumes und des Spaltenrau-
mes werden Zeilenrang und Spaltenrang genannt, wobei gilt: Zeilenrang und Spalten-
rang sind gleich.

Satz 7 Der Rang einer Matrix ist also die Anzahl der in ihr enthaltenen linear unabhdingi-
gen Vektoren (=Dimension des Vektorraumes, die notig ist, um alle in der Matrix enthaltenen
Vektoren darstellen zu konnen).

Satz 8 Der Rang einer Matrix A und der Matrix B = A x A’ sind gleich.

Eine Matrix und die Matrix, die durch Matrixmultiplikation der Matrix mit seiner Trans-
ponierten entsteht, enthalten also dieselbe Anzahl linear unabhéngiger Vektoren. Beachte,
daB die Matrix B = A x A’ symmetrisch ist (symmetrisch: Matrix und Transponierte der
Matrix sind gleich).

11



Beispiel: Es sei A eine Matrix mit z-Standardwerten. Die Korrelationsmatrix R ist:
! AxA'=R
- X —
N

und die Korrelationsmatrix R enthilt genau dieselbe Anzahl linear unabhéngiger Vektoren
wie die Variablenmatrix A:

Zahlenbeispiel:
22 25 2
22 33 24 66 80 33 44 13
A= 25 44 46 34 60 |, At = | 24 46 22
2 13 22 28 33 66 34 28
80 60 33
fiihrt nach z- Standardisierung auf die Korrelationsmatrix
1 053 0.83
R=1| 053 1 0.72
083 0.72 1
und Row-Reduction angewendet auf A und R ergibt
1 00 —-181 —-15.5 1 00
Ua={( 01 0 209 187 , Ur=[ 01 0
001 —-95 =81 00 1

12



Auch der Begriff des Ranges einer Matrix ist fiir die Losung von Gleichungssystemen niitz-
lich: Zu der Vektorgleichung A x X = B betrachte man die Matrix A und die erweiterte
Matrix (A, B) die durch Anhingen des Spaltenvektors B an A erzeugt wird:

a;; a2 - Qi by

Az Ggy - Ao, by
(A7 B) -

Am1 Am2 - Amn bm

Satz 9 Die Vektorgleichung A x X = B hat eine Losung gdw die Koeffizientenmatrix A
und die erweiterte Matrix (A, B) denselben Rang haben.

Dies muf} gelten, da ja ein Vektor X von Koeffizienten gesucht wird, so da3 B als eine
Linearkombination der Spaltenvektoren von A geschrieben werden kann. Folglich muf3 der
Vektor B linear abhidngig sein und es darf keine neue Dimension in die Matrix A durch
Anhingen des Vektors B eingefiihrt werden.

13



3.2 Koordinaten

Definition 9 Sei E = {ey,es,...,¢,} eine Basis eines n— dimensionalen Raumes A™. Sei
B ein beliebiger Vektor. Dann gilt:

B =21 +22e0+ ...+ 2,6,

wobei X = (x1, s, . .., x,) Koordinatenvektor von B heifit (oder einfach seine Koordinaten
in Bezug auf E.

Der Begriff der Koordinate ist recht allgemein, wie das folgende Beispiel zeigt:
Beispiel: Gegeben sei der Raum A der Polynome der Ordnung < 2:

A:{at2+bt+c} mita,b,c € R,

dann bilden die Polynome

€ = 1
€y = t—1
€3 = (t — 1)2

eine Basis fiir A. Es sei B = 2t — 5t + 6, gesucht werde der Koordinatenvektor (1, o, 73)
fiir B:

2t2—5t+6 = I1+$2(t—1)+I3(t—1)2
1‘1+l’2t—$2+$5t2—21‘3t+$5

zt? + (9 — 2x3)t + (x1 — T2 + 3)

Dann gilt
xr1 — To + r3 = 6
.’172,2%3 = =5
r3 = 2

und damit X = (3, —1,2), also B = 3e; — 3 + 2e3.
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4 Lineare Abbildungen

Definition 10 Eine Abbildung F : V —— U heifit linear gdw
1.) fiir die Vektoren v,w € V gilt F (v +w) = F (v) + F (w) ,mit F (v) , F (w) € U
2.) ferner gilt F' (k- v) = k - F (v) , k ein Skalar.

Die Definition impliziert F' (0) = 0, was man durch setzen von k = 0 sofort erhilt.
Beispiele:

1. Die Matrixmultiplikation mit einem Vektor A x X = B, wobei A =m x n, X =n X
1,B =m x 1ist die lineare Abbildung A : K —— K™, d.h. der Vektor X aus K" wird auf
B aus K™ abgebildet. Bei der Abbildung wechselt also die Ordnung des Raumes.

2. Die Differentation (der Differentialoperator D : V +—— V') ist eine lineare Abbildung:

Es wird in der Analysis diir beliebige v,w € V und k € R bewiesen: % = g—g + fli—lg‘c’
(Summenregel) und d(gg':”) =k- fz_::'

(—an weiteren Beispielen vertiefen)

Definition 11 Bleibt bei einer linearen Abbildung T : V' +—— V der der Vektorraum von
Urbild und Bild gleich spricht man von 'T" als einem linearen Operator oder einer linearen
Transformation.

Zum Beispiel wire die Abbildung 7" : R® — R? eine lineare Transformation.
Beispiel: Die Matrixmultiplikation mit einem Vektor A x X = B, wobei A eine n - qua-
dratische Matrix n x n ist, X =n X 1 und folglich B = n x 1 ist die lineare Transformation
A: K" —— K" d.h.der Vektor X aus K" wird auf B aus K™ abgebildet. Bei der Abbildung
wechselt also die Ordnung des Raumes nicht.

Definition 12 Eine Abbildung F' : V —— U heif}t singulédr, wenn das Bild eines von Null
verschiedenen Vektors Null ist (wenn fiir v € V gilt: F'(v) = 0). F : V. —— U heifit
nichtsingulédr, wenn F nur 0 € V' in 0 € U abbildet.

Aus der Definition folgt, daf} alle injektiven linearen Abbildungen nicht - singulér sind.
Ebenfalls gilt die Umkehrung: Nicht - singulidre lineare Abbildungen sind injektiv: Sei F'
nichtsingulér und linear und es gelte F' (v) = F' (w) , so folgt F' (v —w) = F (v) — F (w) =
0,also v —w = 0 = v = w, somit ist /" injektiv.

Es folgt ein wichtiger Satz der linearen Algebra:

Satz 10 Ein linearer Operator T : V —— V ist invertierbar (besitzt eine Inverse) dann und
nur dann, wenn er nicht - singuldr ist.

Es kann nun einwichtiger SchluB fiir die Algebra n - quadratischer Matrizen gezogen
werden: Es gelte A x X = B und A sei n - quadratisch, so daB3 A als linearer Operator
aufgefallt werden kann. Angenomen, A ist nicht - singulér (besitzt eine Inverse), dann hat
das homogene Gleichungssystem A x X = 0 nur die triviale Losung. Da A in diesem Fall
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injektiv ist, hat das System eine eindeutige Losung fiir beliebige b € K™.

Angenommen, A sei singulir, dann hat das homogene System eine von Null verschiedene
Losung. Dann ist A nicht injektiv, d.h. das inhomogene System hat keine eindeutige Losung,
wenn iiberhaupt eine existiert. Wir fassen zusammen in einem wichtigen Satz:

Satz 11 i) Wenn das homogene System A x X = 0 nur die Null - Losung besitzt, so hat das
inhomogene System A x X = B eine eindeutige Losung fiir beliebige Werte b;.
ii) Wenn das homogene System A x X = 0 eine von Null verschiedene Losung hat, dann
gilt 1) Es gibt Werte der b;, fiir die das inhomogene System A x X = B keine Losung hat;
2) Wenn eine Losung des inhomogenen Systems existiert, ist sie nicht eindeutig.

4.1 Matrixdarstellung linearer Operatoren

Sei £ = {ey,...,¢€;,...,e,} eine Basis des Vektorraumes V' und sei 7" ein linearer Operator.
Wendet man 7" auf irgend einen Basisvektor e; an, erhélt man einen Vektor 7 (e;) , der sich
als eine Linearkombination aller Basisvektoren darstellen 1a6t. Es ergibt sich also

T (61) = ay1€e1 + aieeg + ...+ apen
T (62) = as1é1 + A922€9 + ...+ A92nEn,
T(e2) = aper + apgea+ ...+ appen

Definition 13 Die Transponierte der Koeffizientenmatrix A heifst Matrixdarstellung von des
linearen Operators T’ beziiglich der Basis E, bezeichnet mit

11 Q21 - Qpl

Q12 Q22 -+ Qp2
T).[T)=Al=| "

A1p A2n " Ann

Beispiel: Der lineare Operator T' auf R? sei definiert durch die Regel T’ ( ) (dr — 2y,2x +y).
Man berechne die Matrixdarstellung von 7 fiir die Basisvektoren {e; = (1,1),es = (—1,0)}.
T( )—T(l 1) (2 3)—G1161+CL12€2:>G11—3@12—1T(€2): ( 1 )
(—4, —2) = (9161 + Q9269 = Q9] = —2, A9 = 2

Es gilt folgender Satz:

Satz 12 Sei E = {ey,...,€;,...,e,} eine Basis von V und T ein beliebiger linearer Ope-
rator auf V. Dann gilt: [T,] x [v.] = [T (v),] .
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D.h. Man erhilt den Koordinatenvektor von 7' (v), wenn man den Koordinatenvektor
von v mit der Matrixdarstellung von 7" multipliziert. Dies ist unmittelbar einsichtig und
wird anhand des obigen Beispiels veranschaulicht:

Seiv = (5,7),dannist T (v) = (6, 17) . Die Koordinatendarstellungen von v beziiglich der
obigen Basis {e; = (1,1),e3 = (—1,0)} lauten

= (3 ) rea= (11 ).
mixd= (5 )< ()= (1) =l

Da die Wahl der Basis willkiirlich ist (die Basisvektoren miissen lediglich linear unabhiin-
gig sein) stellt sich die Frage, wie sich die Matrixdarstellung eines linearen Operators dn-
dert, wenn man zu einer anderen Basis iibergeht. Da die neuen Basisvektoren {e}} als eine
Linearkombination der alten Basisvektoren {e;} dargestellt werden konnen, existiert eine
Ubergangsmatrix P von der alten Basis zu der neuen als die Transponierte der Matrix der
Koeffizienten der benétigten Linearkombination:

Also gilt

el = aper +apes + ...+ ape,
6/2 = a91€1 + G926y + ...+ a9pey
e';L = Qapi€1 + apaes + ...+ apnén
a1 G21 - dpl
P_Al— iz Q22 - Ap2
A1p A2n -+ Qpp

Die Matrix P hat eine Inverse P~'. Die Inverse P! ist die Ubergangsmatrix fiir die Riick-
transformation der neuen Basisvektoren ¢ zuriick in die alten e;. Wie sich die Koordinaten-
vektoren bei einem Wechsel der Basis dndern, sagt folgender Satz:

Satz 13 Es sei P die Ubergangsmatrix fiir den Ubergang von {e;} zu {e.} in einem Vektor-
raum V. Dann gilt: Px [vy] = [v.] fiir alle v € V. Es folgt [ve] = P! X [v,] .

Man muB also die alten Koordinaten mit der Inversen der Ubergangsmatrix multiplizie-
ren, um die neuen Koordinaten zu erhalten.
Beispiel: Es gelte obige Transformation in R* (d.h. n = 3) fiir den Ubergang von von {e; }
zu {e!} und es gelte fiir einen Vektor v € Vv = kje}| + kqely + ke, . Dann gilt

vo= kl (CL1161 + a12€2 -+ a13€3) + kQ ((12161 -+ a92€9 + G2363) -+ kg (a31€1 + azo€9 -+ Cl33€3)
= (a11k1 + anks + asiks) er + (a12k1 + agoka + asoks) €2 + (a13k1 + asks + assks) es
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also

ky a1k, + ag1ke + asiks
el = | ko |, [ve) = | aioki + ageks + asoks
k3 aizky + agzky + assks
Dann gilt
aj; Gg1 asy k1 aiiki + an ks + aziks
Px [vg] = iz G2 A32 X ko = a12k1 + agoks + asoks = [v]
13 Q23 QAs3 ks aisky + agsky + assks

Wir kommen nun zu der Auswirkung des Basiswechsels auf die Matrixdarstellung eines
linearen Operators:

Satz 14 Es sei P die Ubergangsmatrix fiir den Ubergang von {e;} zu {€.} in einem Vektor-
raum V. Dann gilt: (T.)) = P~1x [T.] x P.

4.2 Ahnlichkeit von Matrizen

Der letzte Satz des vorherigen Abschnitts wird jetzt zur Definition des Begriffes der Ahn-
lichkeit verwendet.

Satz 15 Seien A, B quadratische Matizen. Existiert eine Matrix P derart, daf3
B=P 'xAxP

gilt, so heiflen A und B dhnlich und kénnen auseinander durch eine Ahnlichkeitstransfor-
mation erzeugt werden.

Satz 16 Zwei Matrizen A und B stellen denselben linearen Operator dar, wenn sie dhnlich
sind.

Dieser Satz besagt, daf} alle Matrixdarstellungen eines linearen Operators 7' eine dhnli-
che Klasse von dquivalenten Matrizen bilden (jede einzelne bezieht sich lediglich auf eine
andere Basis, jede Basis ist aber in eine andere mittels der entsprechenden Ubergangsmatrix
iiberfithrbar).

Satz 17 Ein linearer Operator heifit diagonalisierbar, wenn er fiir eine beliebige Basis
durch eine Diagonalmatrix dargestellt werden kann.

Satz 18 Sei A eine Matrixdarstellung eines linearen Operators 'T'. Dann ist T diagonali-
sierbar dann und nur dann, wenn eine invertierbare Matrix P existiert, so da3 P~ x A x P
eine Diagonalmatrix ist.

Satz 19 Zwei dhnliche Matrizen haben dieselbe Spur (Spur: Summe der Diagonalelemen-
te).
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S Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir stellen eine kurze Betrachtung von Matrizen in Polynomen voran. Es sei f (t) = a,t" +

an_1t""1 + ...+ ait + ag ein Polynom n— ten Grades. Es sei A eine quadratische Matrix.
Dann wird definiert:

f(A) = a, A" +a, (A" + .. 4+ a A+ agl

wobei I die Identititsmatrix ist. Gilt f (A) = 0, so ist A eine Nullstelle des Polynoms f (7).
Beispiel:

A (12 f)y= 22 =3t +7
\3 4 ) gt)= *—5t—2

2
1 2 1 2 10 18 14
JA) = 2(3 4) _3(3 4)+7<0 1):(21 39)
2
1 2 1 2 10 0 0
9(A) = <3 4) _5(3 4)_2<0 1)‘(0 0)
Dabher ist A eine Nullstellt von g () .
Man kann diese Definition ebenfalls auf lineare Operatoren anwenden:

f(T)=anT" + an T 4+ anT + apl

wobei / die identische Abbildung ist, denn es gilt f (A) ist die Matrixdarstellung von f (7') ,
wenn A die Matrixdarstellung von 7’ ist.
Wir wenden uns nun Eigenwerten und Eigenvektoren zu:

Definition 14 Ein Skalar )\ heifst Eigenwert eines linearen Operators T, T : V +—— V,
wenn ein von Null verschiedener Vektor v € V existiert, fiir den gilt

T (v) = v.

Der Vektor v wird Eigenvektor von T’ genannt, zu dem der Eigenwert \ gehort.

Ferner gilt, daB jedes skalare Vielfache kv ebenfalls ein Eigenvektor von T"ist: T' (kv) =

kT (v) = k (Av) = A (kv) . Die Menge aller Eigenvektoren bildet einen Unterraum von V/,
den Eigenraum.

Beispiel: Gib Eigenwerte und Eigenvektoren zu der Matrix
1 2
= !
A ( 3 9 ) an!
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Es muf gelten: A xv = Av, also
1 2 U1 . (%1
(32 )<()=2 ()

Ul+21}2 = )\Ul
3v1 + 2y = Avg

Dann hat man das System

oder
A=1)v —2vy =
—31]1 + ()\ - 2) Vg =

Die neue Koeffizientenmatrix lautet
. A—1 =2
re (U5
Das homogene System hat einen von Null verschiedenen Losungsvektor v, wenn die Deter-
minante |A*| = 0 ist:

0 *
0 *)

‘)\__31 )\__22‘ = (/\_1)(/\_2)—6
= MM -3)\—-4
= A=4)(A+1).

Das Determinantenpolynom f (\) = A\? —3)\ —4 hat also Nullstellen bei A = 4und A = —1.
Dies sind die Eigenwerte von A. Einsetzen in (x) gibt

31)1-21)2 =0
—3U1+2U2 =0

und damit die Bedingung 3v; = 2vy, damit ist v = ( g ) und jedes skalare Vielfache

k ( ; > der zu A = 4 gehorige Eigenvektor (fir A\ = —1 findet man v = k ( _1 ) als

zugehorigem Eigenvektor).
Das gerade behandelte Beispiel leitet {iber zu dem allgemeinen Satz:

Satz 20 Sei T' : V +—— V ein linearer Operator. Dann ist \ ein Eigenwert von I' genau
dann, wenn der Operator \I — T singuldr ist.

Beweis: A ist ein Eigenwert von 7" gdw es einen Vektor v # 0 gibt so daf}
T (v) = Avoder
(M)v—T(v) = 0oder
M —-T)v = 0gilt.
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Wir schreiben schreiben diesen Satz wegen seiner zentralen Bedeutung fiir die Faktorenana-
lyse noch einmal ausfiihrlich in der Matrixdarstellung des linearen Operators 7. Sei A die
Matrixdarstellung des linearen Operators 7', dann lautet die Formulierung des Eigenwert-
problems

Axv = M
= Axv-Xv = 0
<— (A=) xv = 0.

Es folgt, da3 die Matrix A—M\I singulér sein muf}, da sie einen Vektor v # 0 in den Null-
vektor abbildet. Ausfiihrlich geschrieben erhalten wir daraus die Bedingung

a1 Gy - Qip 10 --- 0
Ay1 Goy -+  Qop 01 --- 0 .
. - =V,
Anp1  Gp2 Ann 00 1
eingesetzt dann
aj; — A a12 Q1n
a1 agy — A Q2n, 0
(07951 an2 Ann — )\

5.1 Charakteristische Matrix und charakteristisches Polynom

Es sei A eine n - quadratische Matrix. Dann ist die Matrix A\I — A gegeben durch

A —ap —Q12 T —Q1n
—a21 A—ax - —Q2n
M- A= . )
—Qp1 —Qp2 e )\ — Qpp

Diese Matrix wird charakteristische Matrix genannt. Wir suchen det (A\I — A). Die Ent-
wicklung der Determinante fiihrt auf ein Polynom in A (s. Beispiel oben) und wird charak-
teristisches Polynom von A genannt. Man nennt

faA)=det(\I—A)=0

die charakteristische Gleichung von A. Aus jeder Zeile und Spalte kommt nur ein Element
in jedem Summanden der Determinante vor, der erste Summand ist das Produkt der Diago-
nalelemente:

det (A\I — A) = (A —aq1) (A —ag2) ... (A — an,) + Ausdriicke niedrigerer Ordnung
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anders geschrieben

det (NI — A) = A" — (ay; + ... + apn) A"~ ! + Ausdriicke niedrigerer Ordnung von \.

(. /

Spur;on A

Daher kann man allgemein tiber charakteristische Polynome sagen, daf3 sie n - ten Grades
sind, ihr fithrender Koeffizient stets 1 und der Koeffizient der néchst niedrigeren Ordnung
der negative Wert der Spur der Matrix A ist. Die Nullstellen (Wurzeln) des Polynoms sind
dann mit Methoden der Algebra zu bestimmen (— Fundamentalsatz der Algebra: Darstell-
barkeit jeden Polynoms n - ter Ordnung in der Faktorschreibweise). Folgender Satz zeigt
die Beziehung zu Eigenwerten von A:

Satz 21 Ein Skalar X ist ein Eigenwert der n -quadratischen Matrix A dann und nur dann,
wenn \ eine Wurzel des charakteristischen Polynoms fa () ist.

Es folgt ein fundamentaler Satz der linearen Algebra (Satz von Cayley - Hamilton):

Satz 22 Jede Matrix ist eine Wurzel ihres charakteristischen Polynoms.

Ein weiterer wichtiger Satz ist

Satz 23 Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom.

Daraus ergibt sich, dafl dhnliche Matrizen dieselben Eigenwerte haben.
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